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文章 编号 :1005-3085(2011)03-0354-11 


时 滞 Rayleigh 方程 的 反 周 期 解 存 在 性 ” 


周 见 文 ， 李 永 昆 ， 王 艳 宁 
(云南 大 学 数学 系 ， 昆 明 650091) 
摘 要: 本 文 利 用 不 动 点 理论 中 的 Leray-Schauder 度 定理 ， 研 究 了 一 类 时 沾 Rayleigh 方程 反 周 期 解 的 存 
在 性 问题 . 文中 给 出 了 保证 反 周 期 解 存在 的 充分 条 件 ， 并 举例 说 明 所 给 条 件 的 合理 性 和 广泛 性 . 
关键 词 : Rayleigh 方程 ， 时 滞 ， 反 周期 解 ，Leray-Schauder 度 
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1 引言 


近 几 年 ， 非 线性 微分 方程 反 周 期 间 题 引起 了 许多 研究 者 的 广泛 关注 [和 .例如 ， 反 周期 三 
角 多 项 式 是 研究 插值 问题 的 重要 工具 回 ， 文 献 [6| 研 究 了 反 周期 小 波 问 题 ， 最 近 ， 文 献 [7,8| 考 
虑 了 Schr6dinger 微 分 算 子 和 Hil 微分 算 子 反 周 期 边 值 问题 ， 文 献 9] 考虑 了 一 类 二 阶 微分 方 
程 反 周 期 边 值 问题 解 的 存在 性 ， 文 献 [10] 研究 了 高 阶 微分 方程 反 周 期 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 
SCHR [11] 研 究 了 差分 方程 的 反 周 期 解 . 特别 地 ， 文 献 [12] 用 Leray-Schauder 度 理 论 研 究 了 如 
下 Rayleigh 方 程 的 反 周 期 解 


z” (t) ar f(t, x(t)) + g(t, z(t)) 一 e(t), (1) 


Hhe: RRA, g: RxR—> RES, cHTAMN, {Mg RFR BET AM. 

由 于 在 诸如 物理 、 机 械 和 工程 技术 等 领域 中 , 许多 数学 模型 涉及 到 Rayleigh 方程 或 Rayleigh 
系统 ， 所 以 其 动态 行为 被 广泛 研究 12131， 而 在 这 些 模型 中 ， 许 多 Rayleigh YER Rayleigh Z 
统 具 有 时 洁 ， 重 要 的 是 找到 这 些 Rayleigh 方程 或 Rayleigh 系统 的 周期 解 或 反 周 期 解 . 然而 ， 目 
前 关于 时 滞 Rayleigh 方程 或 Rayleigh 系统 的 反 周 期 解 存 在 性 的 结果 并 不 多 见 . 

受 上 述 研 究 工 作 的 启发 ， 本 文 研究 如 下 时 滞 Rayleigh 方程 反 周 期 解 的 存在 性 


a(t) + f(t,2’(t)) + g(t, x(t — o(t))) = elt), (2) 
其 中 f,g E€ C(R x R,R), o, e € C(R, R) WEL FAH: 
(H) 对 任意 t, x € R， 有 
ft+T,-2)=-f(t,z), g(t+T,—7z)= -—g(t,z), elt+T)= -e(t), olt+T)=0o(t), 
且 


i e(t) dt = 0. 


本 文 给 出 方程 (2) 的 一 些 反 周期 解 存在 性 的 充分 条 件 ， 这 些 结果 与 以 上 参考 文献 的 结果 不 
同 ， 是 文献 [12] 的 推广 . 


收 稿 日 期 : 2008-12-31. 作者 简介 : AX (1981 年 3 月 生 )， 男 ， 博 士 . 研究 方向 : 微分 方程 . 
* 基 金 项 目 : 云南 大 学 第 三 批 “中 青年 骨干 教师 培养 计划 ”项 目 (21132014). 
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2 ”预备 知识 


在 本 节 中 ， 我 们 将 给 出 一 些 相关 的 定义 、 定 理 和 引 理 . 
wu: Ra RES, ult) MAERLET-RAN, WR 
u(t +2T) =u(t), u(t +T)=—u(t), vtenR. 
为 了 应 用 Leray-Schauder 度 定理 ， 我 们 令 
Cyr = {x € C*(R,R), z(t+T) =—a(t), Vte R}, k=0,1,2, 
并 赋予 其 范 数 | - || 


lizll = max {llzlloo, [!2“llooy +; lello}, 


H |z] = max lz 人 |， 则 C 巡 是 Banach 空间 ， 记 
tE[0,2T]} 


2T 2 
lol = (f OPa)”, p21. 


我 们 证 明 如 下 引 理 . 
引 理 1 Hee Cyr, Welo < 4lle'|l1- 
证 明 AA aee Cch, t 


2T T 2T T T 
sOat= | sdt f ad= f oats f ltT)at=0 
因此 ， 由 (3) 式 ， 存 在 常数 上 € [0,27], E rE = 0. 所 以 
'(s)ds| < f a(s)lds, te lé,é +27), 
Ol= [a+ f oas f olds te leg +27 


E E 
O= let- 27)| = ee / zal< f? Olas, te [6,6 +27]. 


t—2T 
结合 (4) (5). @ 


= max [x(t 
了 Ol 


epee § 
= d / 
| 
1 t—2T ' E 
= 二 d ‘(s)|d 
eE ETOT] E (H Iz (s)| otf in"(s)| s)} 


= mx {$f eolas} < Ht 
te[Ee+27 (2 Jeor a 


为 了 证 明 本 文 的 主要 结果 ， 我 们 引入 著名 的 Leray-Schauder 度 定理 . 
EIM ORK Banach 空间 的 有 界 开 子 集 ， 并 设 f 是 人 上 的 全 连续 场 ， 若 


deg(f, Q, p) #0, 


jz 人 | 


lzel = ， 了 


IA 


Ss 





oa 


WW f(x) = p 在 9Q 内 至 少 有 一 个 解 . 
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(3) 


(5) 


(6) 
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3 ”主要 结果 


定理 2 We (H) RIL, 且 存 在 m2 > mi 20, k,d>0, 满足 4(m1 + Tm2) < 1， 使 得 
1) [f(t,2)|<milz|+k, vteR, ceR; 








2) g(t,z)z>0,vteR, |z > di 


3) limsup gta) <m, Xt € 民 一 致 成 立 ; 
则 方程 (2) 至 少 有 一 个 代 - 反 周期 解 . 
证 明 对 和 Ee (0,1]， 考 虑 方程 系 





a" (t) + Af (t,2"(t)) + Ag(t, z(t — olt))) — Ae(t) = z” (t) + AA(t, z(t — ot)), x(t)) =0. (7) 


首先 我 们 估计 方程 系 (7) 解 的 先 验 界 . 设 z e Ch 为 方程 (7) 的 任意 一 个 T- 反 周期 解 ， 
对 (7) 式 两 边 在 [0,27] 上 积分 ， 有 


2T 
f (F (t,x (t)) + g(t, z(t — o(t)))) dt = 0, 


即 


2T 2T 
f FELO =- f olst- oat. (8) 
0 0 
由 条 件 (3)， 对 
1—4T(m, + Tm2) 
| 
存在 c > d， 使 得 


gz) > (mat+e)r, VieR, zr<—c. (9) 
记 

E, = {t € [0,27] : z(t — o(t)) >c}, Ea = {t € [0,27] : |x(t — o(t))| < c}, 

Es = {t € [0,2T] : z(t — o(t)) < ~c}. 


2 E40, H (8) 式 得 


J bezt- = f g(t, z(t — o(t))) dt 
五 1 五 1 


2T 
af Heroa f |g (t, z(t — o(t)))| dé, 


EU E 


从 而 由 (7) 式 ， 得 


2T 2T 
i lz” (t)| dt < 2f |f(t,a’(t))| dt + 2 | |g(t, x(t — o(t)))| dt + llelh. (10) 
0 0 U Es 


2 
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当 Ei 一 0 时 ， 得 
2T 2T 
f le"(t)| dt < f IFE, (O)| at + J lg(t, z(t — o(t)))| dt + llel, 
0 0 E2U Es 


由 (10) 和 (11)， 知 


2T 2T 
f a’ (| dt < 2 | eroa f lg(t, z(t — o(t)))| dt + llel- 
0 0 五 3 


五 2 U 


情形 1 E #9. 
由 于 x e Cli, WEE to € [0,27)， 使 得 z(to) = 0， 因 此 由 式 (12)， 得 


|x’(t)| 


lA 


t 2T 
le! (to)| + f |e"(t)| dt < ‘| lz" (t)|dt 
to 0 


IA 


2T 
2 | Feroa f |g (t, z(t — o(t)))| dt + lella. 
另 一 方面 ， 由 条 件 (1) 及 引 理 1 知 
2T 2T 
人 flv (OD) | dt < m f \a!(t)| dt + 2Tk mallz + 2Tk, 
上 人 |g(t, z(t — o(t)))| dt < 279, 
Hp g = max{|g(t,x)| : t € [0,2T], |e] < c}, X 


f |g(t, z(t — o(t)))| dt < L (m2 + €)|x(t — o(t))| dt 
Es Es 


lA 


27 (me 十 ellzll。 < T(me + llz'h. 


从 而 由 (13)-(16) 导出 


2T 
ols f Ola 
< 2(ma +T(ma 十 ellz + 4Tk + 479 + lell, 
因此 
lz < 47 (mi +T(nas 二 ez + 877k + 8779 + 2T|lell, 
即 


zl < 8T?k 十 8725 + 2T|lelli 
~ 1-4T(m; + T(me2 + €)) 


由 引 理 1 及 式 (17) 和 (18) 知 ， 存 在 Mi, M > 0， 使 得 


= Mo > 0. 


1 
< -Mo = My, Iz" loo < 2 (mi +T(m2 + €))Mo +4Tk +4T9 + lell: = M2. 
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(11) 


(12) 


(16) 


(17) 


(18) 
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情形 2 EL =O. 
由 z(t — o(t)) 的 连续 性 知 Bi 40, Bs = 6 MAE, =0, Ez #0. 
4E, #0, F3=0N, HF E.UE;=0, 由 条 件 (1) 及 式 (10) 得 


2T 2T 
|x’(t)| < I |z” (t)| dt < 2 | f(t, ’(t))| dt + llel < 2millz’llı + 4Tk + llel, (19) 


lz < 47 maja’ ||, +8T?k + 27 ells, 
亦 即 
8T?k + 2T|lell 
1 —ATm, 
由 引 理 1 及 (19) RA, FE Ma, Ms > 0， 使 得 


lz < = Ms > 0. 


1 1 
lel < 3lz'l < 3Ms = Ma, zw < 2mi Ms + 47k + llell = Ms. 


4E,=0, E340, (11) % 


2T 2T 
f woas f HGzGjlat+ f lotet- oat + lell 
0 0 Es 


I 人 


m||2' ||, + 27k +2T(m2 十 ezlle + llell 


IA 


(mı + T(m2 + e)) Nz + 27% + llell, (20) 


而 ze Cy, WFE t € [0,2T)， 使 得 z'(t1) = 0， 从 而 由 上 式 知 


t 
Ol < t+ f erla 


2T 
< 1 |z” (t)|dt < (mi + T(me + e)) Nz + 2Tk + llelh. (21) 
0 
于 是 有 
2T 
za < ar | jæ” (t)| dt < 2T (mı + T(m2 + e)) Nz + 4T?k +2T]lelh, 
0 
Bp 


4T?k + 2T jell 
1 一 2T (m1 +T(m2+ €)) 


由 引 理 1 及 (21) 式 知 ， 存 在 M7, Mg > 0， 使 得 


za < = Mg > 0. 





1 1 
lzll。 < zlea < aMe = Mr, zl。 < (mı + T(m2 + €))Me + 2Tk + lpll = Ms, 
因此 
izl = max {lzl|w, lz } < max {Mi, M2, Ma, Ms, Mz, Mg} +1=M. 


令 
Q= {z € Cop :zl < M}, 
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则 方程 (7) 在 60 上 没有 TT- 反 周期 解 . 
若 ze Ch (k = 0,1,2)， 则 其 有 傅 里 叶 展 式 


Oo 

m(2i + 1)t .7T(2i+ 1)t 

a(t)= 5 (an1 cos EFM + baigi sin ( T Ey 
i=0 


ENAT L: Ch 一 CR" (k =0,1) WF 











= fo T CC boinl 
(Lx)(t) = I Z(s) ds 一 = 2+] 
= T = azi+41 . m(2i+1)t bzi+1 m(2i +1)t 
-Lla i” T a1 pS) 
则 
d 
ap (Le) 4) = x(t), (22) 
A 
a T  |boi+1| 
(zx) | allds+ een 
Tina /之 1 5 
< 27|z|| + z (Pin) (= Gait . 
应 用 
(x a) g 
— (21+ 1)? 2/2 
和 Parseval 恒等式 


2T oo 
| OPa TY (aii +t) 


i=0 


Sl: 对 任意 的 te [0,2T]， 有 


(LaO < Talt E(X (in +) ) 
ix0 
2T 1 
= 27\\xl| + sale f lz(sjPds) < (2r + 5) [lal 
结合 式 (22) 得 
| Ze] < max {1, 2T + Ziel, 
Pt, LER. 


对 任意 的 ze CE (k =0,1,2), H&H (H), € 


A(t+T, z(t+T —o(t+T)),x'(t+T)) = —A(t, x(t — o(t)), x'(t)), 
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Aco. EXA: c co wT 
F\(x) = AL(L(—A(z))) = AL? ( — A(z)), àe [0,1]. 


由 Arzela-Ascoli 定理 知 A 222, HEA 在 全 上 的 不 动 点 就 是 方程 (2) 的 荆 反 -周期 解 . 

定义 如 下 同 伦 

H : [0,1] x Q > C}, H(A, x£) =z- F (2). 
由 以 上 讨论 知 ， 对 任意 的 入 e [0,1], zx e 699， 有 五 (和 ,7z) 40, Mm Leray-Schauder 度 的 同 伦 
不 变性 知 
deg{I — Fy, 0,0} = deg{I, 2,0} #0. 

因此 ， 由 定理 1 知 x —-F (zc) = 0 在 QQ 内 至 少 有 一 解 ， 即 五 在 上 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 从 而 ， 
方程 (2) 有 一 个 工 反 -周期 解 . 证 毕 

同 理 可 得 如 下 定理 . 

定理 3 R(H) R, HFE m >m > 0, k, d > 0 满足 47(mil 十 Tm2) < 1， 使 得 

1) [f(t,z)| <mlz|+k, Vite R, ceR; 

2) g(t,z)x >0, VEER, |z|> d; 


3’) limsup alte) <m Xt e 民 一 致 成 立 ; 
Z 一 十 oo 
则 方程 (2) 至 少 有 一 个 T- 反 周期 解 . 
定理 2 和 定理 3 中 的 条 件 (2) 可 用 极限 形式 代替 ， 得 如 下 定理 . 
定理 4 设 ( 妃 ) 成 立 ， 且 存在 ma >m > 0, k > 0 满足 47(mi +Tma) < 1， 使 得 


1) |f(t,z)| <milz|+k, Vite R, ceR; 











3”) lim sup £422 < me, liminf gtz) > mı, liminf gtr) > mı Xite R-U, 或 
B00 z—+00 


人 一 一 Do 








者 limsup glz) < me, liminf gz) > m1, liminf ate) >m,, Ste RR 一 致 成 立 ; 
2 一 一 CO Z 一 十 co 


ZX 一 十 oo 
则 方程 (2) 至 少 有 一 个 T- 反 周期 解 . 
证 明 由 于 








lim inf 202) 


2 一 一 oo g 


wre RB, BEd, > 0， 使 得 


t,x 
> m1, liminf g(t, 2) > mi 
2 一 十 oo T 


g(t, zx)signz > milz|+k >0, |x| > di, 


因此 ， 对 任意 的 +E R, |z| > d1， 有 g(t, zx)z > 0. 由 定理 2 和 定理 3 知 结论 成 立 . 证 毕 
如 果 ft, x)= f(z)， 则 有 如 下 定理 . 
定理 5 BH) RX, BEEN > m > 0, ra > 0, a > 0, p> 1， 满足 rm 十 2p-1Tpra <n fil 
连续 函数 hh: R 一 R， 使 得 
4) limsup ol <n HA f(x) > nicl? + A(z), Vz ER; 


5) limsup BÈZ! < rz， 对 te R-RW, MF limsup gril <ra Wte R—WAI; 
=wr——00 CT 一 十 co 


[zl? 





6) glt,z)z >0, |x| >a, YtER; 
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则 方程 (2) 至 少 有 一 个 TT- 反 周期 解 . 
证 明 我 们 只 证 limsup “C2! < ra 的 情形 ， 另 一 情形 类 似 可 证 .和 定理 2 的 证 明 一 样 ， 


jæ]? 


HAE (0,j， 我 们 只 需 考虑 方程 系 
a” (t) + Af(a'(t)) + Ag(t, z(t — o(t))) — Ae(t) = x" (t) + AA(t, x(t — o(t)), x(t)) =0, (23) 


并 估计 其 解 的 先 验 界 . 
设 z € Cyr AAH (23) 的 任意 一 个 全- 反 周期 解 ， 对 (23) 式 两 边 在 [0,2T] 上 积分 ， 有 


2T 2T 
f f(x’(t)) at+ f g(t, x(t — o(t))) dt = 0. (24) 
0 0 
令 
E, = {t € [0,27]: |x'(t) <a}, Es = {t € [0,27] :jz 的 | > a}, 
由 条 件 (4) 知 
n Í. |x’ (t)|P dt < f f(a'(t)) dt - 上 人 h(a’ (t)) dt, (25) 
记 


fa = max {|f(x)|:|z| <a}, ha = max {|h(x)|: |z| <a}, 5=27f, +2Tha + 2Tna?, 
则 由 
nf |x’ (t)|? dt — [se (t)) art f hfe (t)) dt < b, 
知 


人 POPdts fl F(A) dt — Í he(O) dt tb (26) 


Ea 


从 而 由 式 (24)-(26) 导出 


2T 2T 2T 
nf jz (t)|? dt £] f(z oja- f h(zx'(t))dt +b 





2T 2T n 
< = = 4 
< f lolt, z(t — o(t)))|dt i (z(t)) dt +b (27) 
由 条 件 (4) 和 (5)， 对 e = SMO, Ber >a, WA 
we <r2 +6, xr<-7, (28) 
n <rite, |z| >r. (29) 


Es = {t € [0,27]: z(t- o(t)) >r}, Er= {t € [0,27] : |x(t — o(t))| <r}, 


Es = {t € [0,27] : z(t — o(t)) < =r}, 
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由 式 (24) 得 


2T oT 
humvee oleata- eas 
从 而 有 
J |g(t, z(t — o(t)))|dt = / g(t, z(t — o(t))) dt 
Ee E 


2T 
< (I lo(t.2(¢- a(@))|ae— f f(a’ (t)) dt. 
故 由 (27) 式 可 导出 


2T 2T 2T 
nf |a'(t)|P dt < af ae. lo(t.2e—o@)|ae— | FA) d- f h(x'(t)) dt +b 


2T 2T 
< 4T gr + 4(r1 + €)T||x||2, 一 nf |x’ (t)|? dt — 2 | h(a’ (t)) dt +b, 
0 0 
即 
2T 2T 1 
a f lx’ (t)|IP dt < 29, + 2(r1 十 9Tllzl2 — f h(a'(t)) dt + 38, 
0 0 

其 中 gr = max{|g(t,x)| : t € [0,27],|z| <r}. + 

Eg = {t € [0,27] : |x’(t)| <r}, Eio = {t € [0,27]: |2’(t)| >r}, 
则 由 引 理 1 可 得 


2T 
nf Ja’ (t)|Pdt < 27g, + 2(r1 +ozlzl&+ f Ineo) ar + f [h(a (t))| dt + x 
0 Eo 五 10 


IA 


2T 
1 
OT gp + 2(r1 十 9Tllzlz + 2Th; + (ri +€) f InP dt + 5 
0 
1 
< 2Tgr + (rı + e)T||z' ||? + 27h, + (rı + ez" + z’ 


1 
< (ri+e)lzls + (ri + eT(2T)? IIa" |B 十 279 + 2Th, + z» 
i 1 
nz ||P < (ri tet QUT) (ro + €)) IIx’ IIB 十 279 + 2Th, + z” 


其 中 心 = {|h(x)|: |z| <r}. Hn — (rı +e + 21T)? (r2 +.€)) > 0， 所 以 存在 Me > 0, 4E 
#9 lzi < Mo. 从 而 可 得 


—1 一 
lz < (2T)** Iz, < 2T) F Mo. 


由 引 理 1 知 n 
llzllo < 了 (27) ”9 = Mio. 
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AT aH lello 的 界 ， 在 方程 系 (23) 两 边 同 时 乘 以 z"( 急 ， 然 后 在 [0,27] 上 积分 得 


2T 


2T 
le”? < [ lolt, x(t — o(t))) le’ (Ol dt + f le)’ (l| dt 
< V2T9m ollz" |2 + lellall2” lla, 
HP gmo = max{|g(t, £)| : t € [0,27], |z| < Mio}. 因而 可 得 
zola < V2Tgmo + llella, lela < V27 le" lla < 2T gmo + V2T ellz, 
所 以 我 们 有 
zl < Nz’ < 2T 9m, + V2T |lell2 = Mir. 
HER, lell < max{Mio, Mi1}， 和 定理 2 的 证 明 一 样 ， 可 得 该 结论 成 立 . 证 毕 


下 面 给 出 两 个 例子 说 明 本 文 所 得 结果 的 有 效 性 . 
例 1 考虑 下 面 的 时 滞 Rayleigh 方程 


(cos 2¢ + 2)x (t 一 sin(2t 十 1)) = sint, (30) 


ee ; 
Big Sin(2t)z (t) + wo: ae 


由 于 


f(t,7) = sin(2t)z, g(t, x)= ——>(cos 2¢ + 2)z, 


1 
5127 z 2 


1 
o(t) = 5 sin(2t +1), e(t)=sint, T=7, 


易 验证 定理 2 的 条 件 (A), 1), 2) 和 3) 都 满足 ， 由 定理 2 知 : 方程 (30) 至 少 有 一 个 了- 反 周 期 解 . 
例 2 Sean FN Rayleigh 方程 


2" (t) +2(2'(t))® +2'(t) + (sin 2t + 3)z(t — cos 2t) = 3 sinh (31) 
因为 
f(x) =2z3 +2, h(x) = —2|2|4 4+ 227 + z, 
g(t,z) = (sin2t + 3)z, o(t)=cos2t, e(t) = 3 sint, 


且 了 =, p = 4， 所 以 定理 5 的 条 件 满足 ， 由 定理 5 知 : 方程 (31) 至 少 有 一 个 人 -有 反 周 期 解 . 
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Anti-periodic Solutions for Rayleigh Equations with Delay 
ZHOU Jian-wen, LI Yong-kun, WANG Yan-ning 


(Department of Mathematics, Yunnan University, Kunming 650091) 


Abstract: In this paper, we study the existence of anti-periodic solutions for a kind of Rayleigh 
equations with delay by using the fixed theorem of the Leray-Schauder degree theory. We obtain 
sufficient conditions for the existence of anti-periodic solutions. Finally, two examples are presented to 


illustrate the feasibility and effectiveness of the sufficient conditions. 
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